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Chapter 5 
Nonequivalent Groups: Equipercentile Methods 
非等同組:相同百分位數等化法 
整章內容總覽

      為了共同項⽬非等化群的設計我們已經發展出了相同百分位數等化法，這些⽅法考慮了總分和分
數在共同項⽬上的分配，⽽不是僅考慮第四章討論的平均數、標準差和變異數。 

     如前所述，相同百分位數等化法是從第⼀章中描述的觀察分數等同性的角度發展起來的觀察分數等
化程序。 因此在共同項⽬非等化群的相等百分位數等化法通常需要有第四章所說的合成群體。 

      本章先討論第⼀種⽅法---次數估計法，它和第四章的Tucker linear method緊密相關，然後我們考慮
另外兩種⽅法。其中⼀種是次數估計法的修改版。另⼀種與在Chap4中討論的chained linear method緊密
⼀致。  

        我們還描述了第三章中描述的平滑的⽅式，可以在非等化群進⾏相同百分位數等化法來使⽤。在
本章中使⽤的⽅法和第四章使⽤相同的數據，將結果與第四章的線性結果進⾏比較。
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5.1 Frequency Estimation Method

The frequency estimation method (次數估計法)described by Angoff (1971) and 
Braun and Holland (1982) provides a means for estimating the cumulative 
distributions(累積分佈) of scores on Form X and Form Y for a synthetic 
population (合成群體)from data that are collected using the common-item 
nonequivalent groups design.  

垂直等化 
觀察分數連結法 
⾮線性連結法



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.1 Conditional Distribution

Define f (x) as the marginal distribution of scores on Form X, that is, f (x) represents the probability that X = x. 
h(v) as the marginal distribution of scores on the common items, so that h(v) represents the probability that V = v

f (x | v) as the conditional distribution of scores on Form X for examinees earning a particular score  
on the common items. Thus, f (x | v) represents the probability that X = x given that V = v.

Define f (x, v) as the joint distribution of total score and common-item score,  
so that f (x, v) represents the probability of earning a score of x on Form X and a score of v on the common 
items. Specifically, f (x, v) is the probability that X = x and V = v.



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 

此法假設，在共同試題連結設計下的兩個群體，在 X 測驗和 Y 測驗得分的
條件分配（即當共同試題得分固定時）是相等的︔根據此假設可推導出此 
⼆群體所構成的合成群體（synthetic population）在 X 測驗和 Y 測驗原始
分數的累積分配，然後再將 X 測驗和 Y 測驗分數中擁有相同百分等級者，
視為等同。⽽合成群體在 X 測驗和 Y 測驗之分配，可以下列⼆公式表⽰： 

(5.3)
其中，s 代表合成群體，1 和 2 分別代表被施測X測驗和 Y 測驗的群體1和群體 2︔ 
另外， f 和 g 分別代表 X 和 Y 測驗分數的分配，⽽ w 1 和 w 2 分別代表群體1和 2  
之加權比重，且w 1 + w 2  =1。



5.1 Frequency Estimation Method

群體1 群體2

X測驗 Y測驗共同試題V
f2(x)

f1(x)
g2(y)

g1(y)

w1 w2w1+w2 =1

h1(v)、h2(v)

(5.3)

如何找出f2(x)與g1(y)?



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 
延續第4章的概念，我們只能獲得群體1施測X測驗的f1(x) 與群體1施測Y 
測驗的g2(y) ，因為群體2未施測X測驗，群體2施測X測驗，故g2(x)與f1(y) 
為未知。 
因此有關有以下的 X 和 Y 測驗得分的條件分配假設，以下述的公式表
⽰： 

(5.4) 其中，                               分別代表 X 和 Y 測驗分數在
共同試題V的條件分配。



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 

由條件機率導出的式⼦(5.2)  
                                                                                        

組合式⼦(5.4)與(5.5)，得到式⼦(5.6)如下    
                                                                       

(5.4)



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 

本來因為群體2未施測X測驗，群體1施測Y測驗，故f2(x)與g1(y)為未知。 
接下來說明如何求出 f2(x) 與 g1(y)。 
藉由式⼦(5.6)，我們可利⽤已知的f1 (x|v)、g2(y|v)、h1 (v)、h2 (v) 
求得f2 (x,v)、g1(y,v) 

                                                                      



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 

由定義，Define f (x) as the marginal distribution of scores on Form X 
因此可得式⼦(5.7) 

                                                                      



5.1 Frequency Estimation Method

5.1.2 Assumptions and Procedures 

將式⼦(5.7) 代入式⼦(5.3)中，可得 

                                                                      

合成群體在 X 測驗和 Y 測驗 
之分配均可求出



        對於合成群體， fs!x"#可以累加到它的值來產⽣累積分佈 Fs!x"。
累積分佈 Gs!y"#也可由相同⽅法得出。
定義 Ps 為X測驗的百分等級函數，使⽤在第⼆章中談及的百分等級的定義，
定義為Y測驗的百分等級函數 Qs。類似地，                      為百分位函數。

5.1.2 Assumptions and Procedures
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       合成群體的等分函數為

它類似於等式2.17中的隨機群的等化關係



5.1.2 Assumptions and Procedures

5.1 Frequency Estimation Method P. 146

        公式（5.4）的次數估計假設不能使⽤使⽤共同項非等效分組設計收集的數據
進⾏檢驗。為了驗證這⼀假設，⼀組來⾃群體1的代表性考⽣需要採⽤Y試題，來
⾃群體2的代表性考⽣群體需要採⽤X試題。
        不幸的是，這些數據在實際中無法獲得。如果群體1和群體2相同，則滿⾜等式
（5.4）中的假設。從邏輯上講，群體1和群體2越相似，這個假設就越有可能成
⽴。因此，只有當兩個總體合理相似時，才應進⾏次數估計等化。“合理相似”的相
似程度取決於等化的背景和所需相似程度的經驗證據。當總體差異較⼤時，應考慮
基於真實分數模型的⽅法，如本章後⾯描述的修正次數估計⽅法(Modified 
Frequency Estimation)或第6章中描述的IRT⽅法，儘管當總體差異很⼤時，不可能
進⾏充分的等化。第8章將進⼀步討論這個問題。



5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method P. 147

        接下來⽤⼀個基於合成群體的數值例⼦來幫助理解這種⽅法。
在這個例⼦中，X測驗有5個項⽬，Y測驗也有5個項⽬，並且有3個共同試題。
假設共同試題是外部的。



        表5.1給出了假設⽰例中群體1的數據。表格中的數字代表聯合機率分配 f 1(x,v)。
例如，左上角的值是.04。該值表⽰第1組的考⽣在X測驗中獲得0分，在共同試題中
獲得0分的機率。表5.1中所有值之和為1。表格底部的數值是共同試題h1(v)的邊際分
配。
例如，在群體1中，獲得共同試題分數為0的機率為0.20。f 1(x)列中的數值代表X測
驗中總分的邊際分配。表格中每⾏數值之和等於f 1(x)所⽰的邊際值，f 1(x)的邊際分
配之值總和等於1。最右邊的⼀列是X測驗分數的累積分佈F 1(x)。該列中的值是通
過對f 1(x)列的機率進⾏累積⽽得到的。
       表5.2給出了群體2中Y測驗和共同試題分數的聯合分配和邊際分配。

5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method
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5.1 Frequency Estimation Method P. 147



      表5.1和表5. 2中所列分配的估計值可從共同試題非等效組設計中獲得。由於群
體2中沒有施測X測驗，因此無法估計X測驗在群體2中的分布情况。同樣地，在群
體1中Y測驗的分配估計也不可⽤。然⽽，式⼦（5.4）中的次數估計假設仍然可以
進⾏等化。

為了簡化⽰例，
假設w1=1，式⼦（5.8）有了以下的簡化：

(5.4)

5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method

w2=0

P. 147



5.1.3 Numerical Example
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        （5.10）的第⼀個式⼦ fs(x) = f1(x)說明，合成群體的X測驗的分數分配與群體1
中的分配相同。因此，表5.1中 f 1(x)的最右邊⼀列也給出了w1=1 的Fs(x)。
          因為在⽰例中w1=1，合成群體是群體1，因此，式⼦（5.10）中的第⼆個式⼦
提供了群體1中受試者Y形分數累積分佈的運算式。由於群體1中沒有施測Y測驗，
因此有必要使⽤群體2中給定共同試題分數的Y測驗的條件分配，並假設該條件分
配也適⽤於群體1中的所有共同試題得分[⾒式⼦（5.4）]。
表5.3給出了群體2的Y測驗的條件分配。為了計算表中的值，取表5.2中的聯合機
率，並除以其在共同試題上的相關邊際機率。具體來說，

(5.4)
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相乘後再加總
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5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method

        表5.5列出了累積分配、百分等級和等值的百分位數。這些值可以使⽤第2章中
描述的計算程式進⾏驗證。

        表5.4，計算了群體1的Y測驗的總分和共同試題分數的聯合分配。如前所述，
群體1沒有進⾏Y測驗。計算此表中數值的⽅法是通過與次數估計相關的統計假設來
計算的。為了估計這⼀聯合分配，假設在群體2中觀察到的條件分配在所有共同試
題得分下對群體1適⽤。郡體2的條件分配乘以群體1共同試題的邊際分配，形成表
5.4所⽰的聯合機率。但是在共同試題上的分配可以被視為提供權重，在共同試題的
每個分數上乘以群體2的條件分配。



5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method

群體1 群體2

X測驗 Y測驗共同試題V
f2(x)

f1(x)
g2(y)

g1(y)

w1 w2w1+w2 =1

h1(v)、h2(v)

(5.3)

如何找出f2(x)與g1(y)?



5.1.3 Numerical Example

5.1 Frequency Estimation Method

(5.3)
Assumptions (5.4)

透過條件機率

如何找出f2(x)與g1(y)?
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5.1.3 Numerical Example



5.1.4 Estimating the Distributions

5.1 Frequency Estimation Method

         在實際中使⽤次數估計時，可⽤分配估計來代替參數。然⽽，當⼀個組中沒有考
⽣獲得某個特定的共同試題分數，⽽另⼀組中有⼀些考⽣獲得了該分數，則出現了⼀
個問題。 
          當估計群體1中的Y測驗的分配時，式⼦（5.4）中假設所有v，g 1(y | v) = g2(y | v) 
。如果沒有群體2的受試者在樣本中獲得關於v的特定分數，則該v不存在g 1(y | v)的估計
值。 
         但是，如果群體1中的⼀些考⽣獲得了v.   Jarjoura和Kolen（1985）建議使⽤接近v
的條件分配（例如，v+1）作為條件分配在v處的估計值，則需要這樣的估計來進⾏等
化，他們認為，這種替代會在實踐中造成不明顯的偏差，在這種情況下，⼀個群體中
很少有考⽣的分數在另⼀個群體中的次數為0。 
        ⼀個實際的解決⽅案是使⽤非零次數的v的條件分配，當我們向v分佈的中位
數移動時，這個分配最接近所討論的v。

(5.4) P. 150



5.1.4 Estimating the Distributions

5.1 Frequency Estimation Method

       平滑⽅法也可以與次數估計⽅法⼀起使⽤。Holland和Thayer（1987,1989, 2000)，
von Davier等⼈（2004a），Rosenbaum和Thayer（1987）在次數估計的背景下描述了對
數線性前平滑⽅法的延伸。在這延伸中，非共同試題的分數和共同試題的分數的聯合
分配使⽤對數線性模型進⾏擬合。然後使⽤本章所述的次數估計⽅法等化平滑聯合分
配。 
        使⽤這種⽅法進⾏模型擬合需要擬合⼀個聯合分配，這使得該⽅法的動差比隨機
分組設計更複雜。為了計算聯合分配，需要指定與觀測分配相同的各擬合邊際分配的
動差。此外，還需要規定與觀測分配相同的擬合聯合分佈的乘積。例如，可以指定⼀
個模型，使每個邊際分配的前四個動差以及擬合和觀測分配的變異數相等。該模型的
適配可以與其他更複雜和更不複雜的模型進⾏比較。 
        Moses和Holland（2010a，b）研究了使⽤對數線性前平滑聯合分佈的不同模型選擇
⽅法。 



5.1.4 Estimating the Distributions

5.1 Frequency Estimation Method

         Lord’s（1965）beta4⽅法也可⽤於計算總分和共同試題分數的聯合分配。在這個應
⽤中，假設共同試題的真實分數和總測試的真實分數是函數相關的。也就是說，總測
驗和共同試題量測的是完全相同的結構。Hanson(1991)、Livingston和Feryok（1987）、
Liou和Cheng(1995)指出，⼆元平滑技術可以提⾼共同試題非等價群設計的等化精度。 
Kolen和Jarjoura(1987)描述的三次樣條函數後平滑⽅法是第3章所述隨機群⽅法的直接延
伸。 
      在這種⽅法中，使⽤本章所述的次數估計來估計非平滑的相等百分位數法。然後實
現第三章中描述的三次樣條函數法。⽅法上的唯⼀區別是， 
Jarjoura和Kolen（1985）提出的次數估計等化的標準誤差來代替隨機群的標準誤差。
Kolen和Jarjoura（1987）報告了次數估計中使⽤的三次樣條函數法提⾼了等化精度。



5.1.5 Special Case: Braun-Holland Linear Method

5.1 Frequency Estimation Method

         Braun和Holland(1982) 提出了⼀種線性⽅法，它利⽤次數估計假設產⽣的平均值和
標準差進⾏線性等化。這⽅法與第四章提出的Tucker linear method密切相關。在式⼦
（5.4）中的次數估計假設下，合成群體的X測驗分數的平均值和標準差可以表⽰為



5.1.5 Special Case: Braun-Holland Linear Method

5.1 Frequency Estimation Method

         fs(x) 取⾃式⼦(5.8)，Y測驗的合成群體平均值和標準差表⽰類似。 
         ⽤第4章中描述的共同項非等效群設計，得到的平均值和標準差可以⽤⼀般形式的線
性等值關係代替，在這裡被稱為Braun and Holland linear method。 
         Braun和Holland（1982）指出，當下列條件成⽴時，使⽤Braun-Holland線性⽅法得出的
值與第4章中描述的Tucker線性⽅法相同： 
（1）X對V和Y對V的迴歸是線性的。 
（2）X對V和Y對V的迴歸均為齊次回歸。這個性質意味著X給定V的變異數，對於所有v是 
           相同的，Y給定V的變異數對於所有v都是相同的。



5.1.5 Special Case: Braun-Holland Linear Method

5.1 Frequency Estimation Method

          當共同試題總檢驗回歸為非線性時，Braun-Holland⽅法可以看作是Tucker⽅法的
推廣。 

Braun和Holland（1982）建議群體1的X對V和群體2的Y對V的迴歸進⾏非線性檢驗。
Braun-Holland⽅法在計算上比Tucker⽅法複雜，⽽且在實際應⽤中應⽤較少。 

         然⽽，當懷疑存在非線性迴歸時，應考慮使⽤Braun-Holland⽅法。
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5.1 Frequency Estimation Method



5.1.5 Special Case: Braun-Holland Linear Method

5.1 Frequency Estimation Method

         表5.6 給出了在w 1=1的次數估計範例中，使⽤Braun-Holland⽅法和假設數據的結果。 
在本表中，X 測驗的分配取⾃表 5.1。表5.4中採⽤了次數估計假設計算出的Y測驗分佈。
平均值和標準差⽤等式（5.12）和（5.13）計算。根據平均值和標準差計算斜率和截距。
利⽤該斜率和截距計算線性等化。注意，線性等化與表5.5中所⽰的相同百分位數有些不
同，這表明當使⽤次數估計假設時，等化關係不是線性的。



5.1.5 Special Case: Braun-Holland Linear Method

5.1 Frequency Estimation Method



5.1.6 Illustrative Example

5.1 Frequency Estimation Method

         第4章的實際數據例⼦說明了次數估計等值的⼀些⽅⾯。如該章所述，本例中使⽤的
測試是36個項⽬的多項選擇測試。採⽤了兩種測驗—X測驗和Y測驗。測驗上的每三個項
⽬都是⼀個共同試題，共同試題在每個表格上的位置相同。因此，第3、6、9項。每張表
格上36個代表12個常⾒項⽬。1655名受試者使⽤X測驗，1638名受試者使⽤Y測驗。



5.1.6 Illustrative Example

5.1 Frequency Estimation Method

         本例統計如表5.7所⽰（sk表⽰估計的偏度，ku表⽰估計的峰度）。 
接受X測驗的受試者在共同試題上的正確分數平均值為5.1063，標準差為2.3760。
採⽤Y測驗的受試者在共同試題上的正確分數平均值為5.8626，標準差為2.4515。
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5.1 Frequency Estimation Method

         根據共同試題的統計，施測Y試題的⼩組似乎比採⽤X試題的⼩組成績更⾼。
本表所⽰的統計資料也⽤於計算第4章所述的塔克和萊⽂等值函數。表5.7所⽰的
⼀些統計資料也列於表4.3。 

         分析使⽤附錄B中描述的CIPE電腦程式進⾏。
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         利⽤次數估計進⾏等化時，還需要考慮總分和共同試題得分的聯合分配。如
本章前⾯所述，次數估計相等的假設，要求給定共同試題得分的總得分在兩個群
體中的分配相同。然⽽，從收集到的數據來看，沒有數據可以直接解决這個假
設。然⽽，⼀般項⽬總檢驗迴歸的線性關係可以解决。 

        如果迴歸是非線性的，那麼Tucker⽅法的使⽤可能是有問題的，⽽Braun-
Holland⽅法可能是⾸選。 
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5.1 Frequency Estimation Method

第⼀⾏列出了共同試題的可能得分。
第⼆⾏列出群體1中在共同試題中獲得
每⼀分的考⽣⼈數。 
第三⾏列出了在共同試題得分下X測驗
的平均總分。例如，14名共同試題得
分為零的考⽣在X測驗上的平均總分為
6.2143。 
第四⾏是標準差 
第五⾏是基於使⽤標準線性迴歸估計X
測驗給定共同試題v的平均值。

表5.8 顯⽰群體1施測X試題對V迴歸的相關統計資料

平均值隨著 v 共同試題分數的增加⽽增加。
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5.1 Frequency Estimation Method

         斜率和截距可⽤於⽣成第五⾏中的值

平均殘差的數值代表使⽤線性迴歸預測 
的平均與觀察到的平均不同的程度。

平均殘差等於第三⾏減去第五⾏。 
ex: 6.2143-3.6923=2.5220
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5.1 Frequency Estimation Method

X測驗中平均殘差的圖⽰如5.1



5.1.6 Illustrative Example

5.1 Frequency Estimation Method

         如果迴歸真的是線性的，那麼平均殘差會在0左右隨機變化。然⽽，殘差平均
對於v的低分和⾼分是正的，對於3到6分的分數是負的。這種模式表明迴歸不是線
性的。 
         也可以使⽤更複雜的⽅法來測試關於迴歸線性的假設（例如，⾒Draper和Smith 
1998）。群體2的Y對V的迴歸如表5.9所⽰，平均殘差如圖5.2所⽰。這種迴歸似乎也
有點非線性。這些非線性迴歸說明 Braun-Holland Linear Method可能比Tucker 
method 更適合。
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5.1.6 Illustrative Example

5.1 Frequency Estimation Method

Comparison Among Methods

p.155

這些數據均採⽤Tucker和Braun-Holland線性化⽅法和三次樣條平滑相同百分位數 
次數估計⽅法。在同類模型下採⽤Levine觀察評分法。 
所得動差如表5.10所⽰，等化關係如圖5.3所⽰。
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5.1 Frequency Estimation Method

Comparison Among Methods

p.155



        ⾸先，圖5.3，The Levine relationship似乎與其他⼈不同。如第4章所述，Levine⽅
法是基於對真實分數的假設，⽽其他⽅法是對觀察分數進⾏假設。假設的差異很可
能是造成這種差異的原因。不幸的是，無法得到數據，無法判斷Levine⽅法假設（可
能的線性迴歸除外）是否比本例中其他⽅法的假設更適合。 

        Tucker、Braun-Holland 和 frequency estimation methods 都要求假設對總得分與共同
試題得分之間的關係，在兩個群體中是相同的。⾸先考慮Tucker和Braun-Holland⽅
法。這些⽅法之間的主要區別在於迴歸線性的假設。因此，範例中兩種⽅法之間的
相對較⼩差異是由於假設差異所致。最好使⽤Braun-Holland⽅法，因為該迴歸被認為
是非線性的。
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5.1 Frequency Estimation Method

Comparison Among Methods

          接下來，在表5.10和圖5.3中比較Braun-Holland和frequency estimation methods（稱
為不平滑⽅法）。該關係似乎是非線性的。在分數範圍的部分上，Braun-Holland關係
超出了frequency estimation methods 的標準誤差範圍。因此，與本例中的Braun-Holland
⽅法相比，frequency estimation methods （不平滑法）似乎可以更準確地反映不同測驗
間相同百分位數的關係。 

        表5.10 給出了不同程度的三
次樣條平滑的結果。S值⼤於.25
的動差似乎與不平滑的等式所期
望的動差相差更⼤。 
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Comparison Among Methods

        圖5.3中繪製了S = .25的關係。這
種關係保持在標準誤差範圍內，並且
看起來很平滑，並且與未平滑的值相
差不⼤。


